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SUMMARY

We are interested in the classification of unstable algebras over the
Steenrod algebra which are polynomial algebras on even dimensional
generators over the field of p elements (p an odd prime). We have to
distinguish between the modular case: IFp[x,,...x,], deg x; = 2d;
with d, ...d, = 0 (mod p): and the non modular case d, ...d, # 0
(mod p).

Invariant theory has played an important role in this question.
We explain how it allowed to solve the problem in the non modular
case [2], [13].

In modular case the problem is still open because we don’t dispose
a good characterization of groups with modular polynomial invariants.
Here, we calculate the invariant algebras by the action of the groups:

SLL(Fp)={we GLy(IFp) : det (w) =1} ,r|p-1;

Qv
0 An

This family extends the cases GL,(IFp), SLy(IFp) and Up(n), (Uni-
triangular matrices) whose invariants were known. These algebras are

G(rl,...,rn):

) € GLp(IFp) @ A} =...=>\§,“=1|,ri|p-1

*  Aquest treball és un resum de la Memoria presentada per tal d’optar al grau de

llicenciatura de Matematiques, dirigida pel Dr. Jaume Aguadé.

[Butll. Soc. Cat. Cién.], Vol. VII, Nam. 1, 1986



116 CARLES BROTO I BLANCO

polynomial and we can find explicitly the induced Steenrod a algebra
action. Finally we consider realizability of these algebras as cohomo-

logy rings.

INTRODUCCIO

Donat un espai topologic X i un anell commutatiu R, l'algebra de
cohomologia de X amb coeficients a R: H*(X;R), és una algebra sobre
R, graduada, commutativa (en sentit graduat) i unitaria.

El problema de la realitzabilitat consisteix a esbrinar quines
algebres graduades commutatives i unitaries poden aparéixer com
a algebres de cohomologia d'un espai topologic. Aquest problema, en
general, resulta ben di?fcil i fou explicitament enunciat per N. E.
Steenrod I'any 1960%°.

Aquest treball esta dedicat a I'estudi del problema de la realitzabili-
tat en el cas d’algebres de polinomis amb un nombre finit de generadors
de grau parell sobre el cos finit de p elements, amb p un primer senar.
Aquest cas ha estat molt estudiat ja que, d’'una banda esta relacionat
amb D'estudi dels espais classificadors, els quals tenen cohomologia mod
p polinomica molt sovint, i d’altra banda la simplicitat d’aquestes
algebres i lexisténcia de lalgebra de Steenrod mod p, @ * , que actua
sobre la cohomologia mod p dels espais topologics, han convertit aquest
problema en un tema ben interessant.

L’any 1960 N. E. Steenrod ja posava de manifest que una condicio
necessaria que ha de complir una algebra de polinomis:

Fo[x:,...,xq]; degx;=2d;

per a ésser I'algebra de cohomologia d’un espai és admetre una accié
inestable de I'algebra de Steenrod i d’aquesta manera és possible d’obte-
nir restriccions sobre el tipus (2d,,...,2d,) de I'algebra de polinomis.

La teoria d’invariants hauria de proporcionar nous exemples d’alge-
bres de polinomis sobre I'algebra de Steenrod a part dels exemples que
provenen de cohomologies conegudes. Efectivament, si V és un espai
vectorial de dimensio n sobre IF, i G és un subgrup del grup lineal
GL, (IF, ), aleshores G actua sobre I'dlgebra simétrica P(V), la qual és
isomorta a lalgebra de cohomologia mod p de I'espai d’Eilenberg-
MacLane K(Z",2) i aleshores, Ialgebra d’invariants hereda una acci6

de I'algebra de Steenrod.

Si P(V)% és una algebra de polinomis IFo(x,,...,xs), deg x; = 2d;,
assignant el grau 2 als elements de V, es compleix que el cardinal de G
és igual al producte d,d, ... d,. Hi distinguirem dos casos:
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1)Cas modular  :Card (G)=d, ---d, =0 (mod p).
2) Cas no modular : Card (G)=d, ---d, # 0 (mod p).

L’any 1972, Clark-Ewing utilitzaren els resultats sobre teoria d’in-
variants de Shephard-Todd**, C. Chevalley'®, N. Bourbaki'', i van
donar una classificaci6 completa de les algebres d’invariants que son
algebres de polinomis no modulars, classificacio coneguda amb el nom
de llista de Clark-Ewing. A més a més construiren espais topologics rea-
litzant aquestes algebres'?.

L’any 1978 J. F. Adams i C. W. Wilkerson demostraren que aquests
son tots els exemples d’algebres de polinomis no modulars que admeten
una accio inestable de I'algebra de Steenrod i per tant les Gniques realit-
zables.

En el cas modular, la situaci6 ha resultat ben diferent. En primer
lloc hom no disposa de cap mena de classificaci6 d’algebres d’invariants
polinomiques modulars. A més a més, entre els exemples que hom
coneix només algun cas aillat és realitzable.

Els exemples coneguts més importants d’algebres d’invariants modu-
lars son: I'algebra de Dickson, que és 'algebra d’invariants per la totalitat
del grup lineal GL,, (IF, ), els invariants per I’acci6 del grup especial lineal
SL, (IF, ), i el grup simétric £,,. A més a més hi ha una classificacio dels
p-grups que tenen invariants polinomics**. Entre aquests hi ha el grup
de les matrius triangulars amb uns a la diagonal, Up(n).

En aquest treball hem calculat les algebres d’invariants per I'acci6 de
noves families de grups que contenen alguns dels citats abans:

(i) SLL(Fp)= {weGLy(IF,): det(w)" =1} ,r|p-1.

)\1 * I

() G o) = { (3 1) € GLa(Fp)i 0y = =2 =1 1.

En el primer capitol farem un estudi dels resultats basics de la teoria
d’'invariants i dels resultats de Clark-Ewing i d’Adams-Wilkerson.

En el capitol 2 considerarem I'estructura de I'algebra de Dickson i
I'accio de les operacions de Steenrod sobre aquesta algebra.

En el capitol 3 calculem els invariants per I'accio dels grups SLj, i
G(ry,...,rn) mentre que l'accio de les operacions de Steenrod sobre
aquestes algebres és determinada al capitol 4.

Finalment en el capitol 5 considerem la realitzabilitat de les alge-
bres P(V)SLh i P(V)G U1 - - 1n) Donem també la construccié de Clark-
Ewing d’espais realitzant les algebres de polinomis no modulars.

Cal recordar que espai voldra dir espai topologic arc-connex del tipus
d’homotopia d’'un CW-complex i que, llevat que hom digui el contrari,
els nombres primers sén nombres primers senars.
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1. ALGEBRES DE POLINOMIS SOBRE L’ALGEBRA DE STEENROD

En aquest capitol donarem una breu descripci6 de l'algebra de
Steenrod, aixi com dels resultats algébrics més importants que perme-
teren d’obtenir una classificacio de les algebres de polinomis,
Fplxi,...,Xp], deg_ Xj = 2d;, dj # 0(mod p), amb p un primer senar,
que admeten una acci6 inestable de I'algebra de Steenrod.

L’algebra de Steenrod

Es defineix, per a cada primer p, I'dlgebra de Steenrod mod p,
@y, com la IFp-;ilgebra graduada de totes les operacions estables de
cohomologia:

6: H*(—,[Fp) H*(—IF,)
([4], [331)

Aquesta algebra fou estudiada principalmente per Steenrod, Adem,
Cartan i Serre. La referéncia estandard és [32].

Si p és un primer senar, I'algebra de Steenrod mod p és una algebra
de Hopf graduada, connexa, coassociativa i cocommutativa, generada
per les operacions:

Fly R (- TP,

Hk+2i(p-l)(_,[Fp) , k=012 ...

per cada i = 0, juntament amb l'operador Bockstein, B, associat a la
successio:

0 —~ Z/pZ —~ Z/p*Z —~ Z[pZ —~ 0

Aquestes operacions satisfan les propietats:
1) §' és un mortisme de IF,-espais vectorials graduats, de grau 2i(p-1)
i B és una derivaci6 de IF, -algebres graduades de grau 1.
2) g0 =1,
3) Sideg x = 2k , T¥(x) = xP.
4) Sideg x<2k, T¥(x)=0.
)
6)

k. .
Foérmula de Cartan: ﬂ'k(x-y);? Fi(x) g-k-l(y)'
Relacions d’Adem: i=o
0<a<pb, ¢ gb =[azlpj(_lyﬂ((r)-l)(b-t% 1) qatb—t gt
' t=o a-pt
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[a/p]
0<a<pb, 93 g° = azp (_1)“+t((p-l_)(:)-t))6 Fgatb—t gt o
ad e o
P
_1y@+tt—1/(p-1)(b-t)-1 a+b—t t
* t§o ( 1) ( a-pt-1 ) J A J
7) B* = 0.

La diagonal d’aquesta algebra de Hopf es I'Gnic homomorfisme
d’algebres graduades:

. ok *
w*.dp d;@dp

k . 4
que extén 'aplicacio: y*(8) =f® 1+ 1® 8, w*(ﬂ'k) = 3 gkiggi

1=0

Aixi, 'algebra de cohomologia mod p de qualsevol espai té estruc-
tura d’algebra sobre I’algebra de Steenrod. Satisfa, a més a més, les con-
dicions (3) i (4) anomenades d’inestabilitat.

Nosaltres estem interessats en la classificacié de les algebres de poli-
nomis, nul-les en graus senars, que admeten una acci6 inestable de
I’algebra de Steenrod, com a primer pas per a trobar les algebres de poli-
nomis que poden apareixer com a anell de cohomologia d’un espai.

Per raons de grau, f = 0 sobre aquestes algebres, i per tant només
caldra considerar la subalgebra generada pels operadors ¢1,i> 0, la
qual denotarem 4.

Utilitzant les relacions d’Adem és possible de demostrar que els
operadors:

{a0";i> o}

generen s com IF, —algebra.

Ha estat de gran utilitat I'estudi fet per Milnor®' de l'algebra de
Hopt dual de I'algebra de Steenrod. En particular, Milnor defin{ els
elements Q' =9, Q%' = (7" QJon[0,6,]:=6, 6, —6,0,.
demostrant que sén primitius a A7 1per tant actuen com a derivacions
sobre les 47 —algebres.

Exemple:

Suposem que un espai X té cohomologia H* (X,IFp) = IF,[x];
deg x = 2n. Aleshores IF,[x] admet una acci6 inestable de I'ilgebra de
Steenrod, 4, id’aquesta manera és ficil d’obtenir restriccions sobre el
grau del generador x : "(x) = xP # 0, per inestabilitat i com que els
operadors $P' > 0 generen A g, hihaalgunj> 0, amb p’ < n tal que
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g x # 0; pero IFp[x] només és diferent de zero en graus maltiples de
2n. Aleshores, hi ha seIN:

2p'(p-1) + 2n = deg P x= 2ns

és a dir, n(s-1) = p!(p-1): i com que p’ < n, obtenim n = p'm amb m un
divisor de p-1.

Ara bé, degut a lexisténcia de les relacions d’Adem, pot ésser un
problema ben dificil d’esbrinar si una algebra en particular admet una
# 5 accio inestable. Podem veure per exemple [31] on Steenrod demos-
tra que IFp(X4, y2(p-1)] admet una Gnica acci6 inestable de 4. En el
cas p = 3, aquesta ¢s la cohomologia de BSp(2) pero si p > 3 represen-
tava el primer exemple no trivial que no provenia de la cohomologia
d’un espai.

Algebres d’invariants

Considerem un grup finit G i una representacio6 fidel:

p:G

GL, (FFp)

i assignem el grau 2 als vectors de I’espai de representacio:

n
V= & IF,-t;. L’acci6 de G sobre V indueix una acci6 sobre I'algebra
1=/1

simetrica de V:
P(V)=TFp [ti,t; ,...,ty] ,degt;=2,i=1,...,n
Direm P(V)© al'algebra d’invariants per aquesta acci6:
P(V)C = {xeP(V):gx = x si geG }

Observem que P(V) = IF [6a 5500 st )s deg t; = 2, és una algebra iso-
morfa a la cohomologia mod p de I'espai CP"x™ . .xCP~ i, com a tal,
admet una acci6 inestable de I'algebra de Steenrod, que, a més queda
determinada per la condici6 d’inestabilitat.

Es més, aquesta acci6 de I'algebra de Steenrod commuta amb l'accié
del grup G i per tant P(V)© hereda una acci6 inestable de 4
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TEOREMA 1.1

Sigui G un grup finit i p:G GLp (IFp ) una representacio fidel.

n

SiV= & IF,t,deg tj=2,i=1,...,nés’espai de representacio, 1’al-
= P OB A P

gebra simetrica:

P(V)=TFp[t1,... tal,degti=2,i=1,2,...,n

admet una Gnica acci6 inestable de I'algebra de Steenrod, la qual in-
dueix sobre 'algebra d’invariants, P(V)®, una estructura d’algebra ines-
table sobre I’algebra de Steenrod. O

Aix{ doncs, la teoria d’invariants haura de donar nombrosos exem-
ples d’algebres inestables sobre I'algebra de Steenrod. Abans de conside-
rar el problema de classificaci6 d’aquests exemples donarem alguns
resultats basics.

Considerarem la categoria, C , que té per objectes les algebres
Z-graduades, B*, sobre un cos commutatiu fixat, que siguin domini
d’integritat i nulles en graus senars. Direm simplement algebres a
aquests objectes. Els morfismes seran de grau zero.

Son exemples d'algebres P(V) i P(V)©, definits abans. També for-
men una algebra els polinomis sobre una algebra, B*, en una variable
independent (o més) X, si assignem a X un grau parell 2d. Denotem
B*[X']24 aquesta algebra.

En Destudi dels invariants podem aplicar la teoria de Galois a través
dels cossos de fraccions de les algebres. Ara bé, el cos de fraccions, K,
d’una algebra B* no és un objecte graduat.

Amb l'objecte de no perdre la graduaci6 podem considerar el
subanell de K:

F*(B*) = {% €K:a,b elements homogenis de B*}

i assignar el grau: deg (%) = deg(a)-deg(b). F*(B*) s’anomena cos gra-

duat de fraccions de B* i és un objecte de la subcategoria plena de C
formada pels cossos graduats, és a dir, algebres tals que cada element
homogeni és invertible.

Amb aquesta subcategoria podem construir una teoria d’extensions
algebriques semblant a la teoria classica de cossos. Allo que cal fer és
“homogeneitzar” les definicions per tal de respectar el grau i seguir les
demostracions, per exemple, de [18]. Aixi, si K* és un cos graduat i L*
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una extensio, direm que un element homogeni, wel?d és algebric si és
arrel d’un polinomi homogeni de K*[X] 4-L* ¢és una extensio alge-
braica de K* si tot element homogeni de L* & algebric sobre K*.

Podem demostrar I’existéncia i unicitat, llevat d’isomorfisme, de
la clausura algebrica d’un cos graduat K*, i tenim les nocions habituals
d’extensions normals i de separabilitat i per tant d’extensions de Galois,
amb la particularitat que ara el grup de Galois d’una extensi6 és un grup
d’automorfismes de grau zero. Aix{, en el cas d’un grup de Galois ac-
tuant sobre F*(P(V)), l'acci6 queda determinada per la seva restricci6
a P(V). Si podem demostrar que I’acci6 deixa estable P(V), com que els
automorfismes son de grau zero haurem obtingut que el grup deixa
estable V, és a dir, tindrem una representacio fidel del grup sobre
GL(V) que determinara completament 'acci6é sobre F*(P(V)). Tenim
en particular:

TEOREMA 1.2 (Teorema d’Artin per a cossos graduats)

Sigui L* un cos graduat i G un subgrup finit del grup dels automor-
fismes de L* (de grau zero).

Si K* = (L*)™ és el subcos invariant per G, aleshores L* és exten-
si6 de Galois de K* amb grup de Galois G i [L*:K*] = Card (G). W]

TEOREMA 1.3 (Teorema fonamental de la teoria de Galois per a cossos
graduats).

Sigui K* C L* una extensio finita de Galois amb grup de Galois G.
Si F* és un cos graduat intermedi, L* és extensi6 de Galois de F*, i es
pot establir la bijeccio:

{F*:K*C F* C L*}
F*

{ H: H subgrup de G}
Gal (L*/F*)

A més a més, F* és extensid6 de Galois de K* si i només si
H = Gal (L*/F*) és subgrup normal de G, i en aquest cas:
Gal (F*/K*) = G/H. O

Cal que remarquem que no tots els resultats classics sobre la teoria
de cossos es generalitzen bé al cas graduat. Aquest és el cas del teorema
de I’element primitiu. Suposem que K* és un cos graduat; els elements
homogenis de grau zero de K* formen un cos, K° (i de fet K* és una
extensio de K de la forma K°[Z,Z™ ] on Z és una variable independent
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de grau positiu). Aleshores, en cas que K° sigui un cos finit, donada una
extensio, L*, finita i separable de K*, no sempre podem trobar un ele-
ment homogeni @ ¢ L* amb K*(a) = L*,

Per exemple, si K* = [Fs [x,x™'], on x és una variable independent
de grau 48, i L* = [Fs (V2 ) [y,y™'], on y és una variable de grau 2 que
satisfa: y** = x, tenim que L* = K*(V/ 2,y) és una extensié separable
de K* de grau [L*:K*] = [L*:K* (v2)] [K* (V2) : K*] = 24-2 = 48.
No obstant aixo, resulta facil de veure que si aeL* és homogeni,
a?*eK* ipertant [K*(a): K*¥] < 24iK*(a)# L*.

Si K° és infinit, es compleix el teorema de I'element primitiu.

Després de la nostra excursi6 a través dels cossos graduats tornem a
les algebres d’invariants.

Sigui G un grup finit que actua sobre I’algebra simétrica de V, P(V),
via certa representacio6 G——=GL(V). Si x, és un element homogeni de
grau 2k de P(V), la seva orbita és un conjunt finit d’elements homogenis
de grau 2k, {x,,xy,....,xy,} . Aleshores x, és arrel del polinomi:

g(X)= M (X —xi) e P(V)C[X ]

i=0

i obtenim:

Proposicio 1.4
P(V) és una extensi6 entera de P(V)©. O

Com que P(V) = P(V)®(t,,... tn),ont,,.... ,tn [Fp-base de V,
Iextensio és finita i P(V) resulta un P(V)® -modul graduat de tipus finit
i P(V)© una IF,-algebra de tipus finit amb el mateix grau de transcen-
déncia que P(V).

Considerem ara els cossos graduats de fraccions de P(V) i P(V)C :
F*(P(V)) i F*(P(V)©) respectivament. Els elements de F*(P(V)) poden

ésser escrits% amb seP(V)© i aleshores podem demostrar que I'aplicacio
\0(% ® x) = %déna un isomorfisme de F*(P(V)® )-moduls graduats lliu-
res (tot modul graduat sobre un cos graduat és lliure) F*(P(V)) =
F*(P(V)S) ® )G P(V) i aleshores:
[F*(P(V)):F*(P(V)C)] = rang, G P(V) < .

Ara bé, I'accio de G sobre P(V) s’estén de manera obvia al cos gra-
duat de fraccions i F*(P(V))C = F*(P(V)‘G ). Pel Teorema d’Artin
[F*(P(V)):F*(P(V)®)] = [F*(P(V)):F*(P(V))®] = Card (G).

D’altra banda, si I'algebra d'invariants és una algebre de polinomis,
i, e. P(V)© = Fplx,,.... Xn] amb x,, ... ,x; polinomis homogenis
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en les variables t,, ... t, algébricament independents, mitjangant les
series de Poincaré de les algebres graduades pot ésser demostrat
([2]-corr) rangpy)GP(V) =d;d; -+« dp si 2d; = deg(x;), i=1,... n.

Proposicio 1.5
Sigui G un subgrup de GL(V), V IFp-espai vectorial de dimensi6 n.
i) rangp )G P(V) = Card(G)
ii) SiP(V)G = Fp[x,,. .. xn] , deg x; = 24;
Card(G)=d,d, ...d, ]

Nosaltres estem interessats en les algebres de polinomis sobre IF.
que admeten operacions de Steenrod i per tant, amb I'objecte de classi-
ficar les que podem obtenir mitjangant la teoria d’invariants, allo que
cal fer és caracteritzar els grups, G, pels quals P(V)C és una algebra de
polinomis.

Hi distingirem dos casos:

1) Cas no modular: Card(G) # 0 (mod p)

2) Cas modular  : Card(G) = 0 (mod p)

Direm també que una algebra de polinomis FplYy,...,Y,],
de% Y;=2d;,i=1,...,n és modularsid,.. .d, =0 (mod p), i no mo-
dular si p no divideix cap d,.

No disposem encara d’una caracteritzaci6 adequada dels grups mo-
dulars amb algebra d’invariants polindmica. Quant al cas no modular,
aquesta caracteritzacio pot trobar-se a [11] ch V.

Definicié: Direm que un automorfisme f:V—=V, on V és un espai
vectorial de dimensi6 finita sobre un cos de caracteristica diferent de
dos, és una pseudo-reflexio si rang(1-f) = 1.

TEOREMA 1.6

Sigui V un espai vectorial de dimensi6 finita sobre un cos K de
caracteristica # 2, i G un subgrup de GL(V) amb Card(G) invertible a
K. Aleshores, P(V)© és una algebra de polinomis si i només si G és
generat per pseudo-reflexions. O

La llista de Clark-Ewing

Gracies al teorema 1.6 fou possible d’obtenir una llista completa de
les algebres de polinomis no modulars amb una acci6 inestable de I'alge-
bra de Steenrod que poden aparéixer com a algebres d’invariants.

Definici6: Donada una algebra de polinomis | 30§ SR, 2
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degx;=2d;, direm tipus d’aquesta algebra al conjunt dels graus dels seus
generadors: (2d,,...,2d,).

Observem que el tipus d’una algebra de polinomis determina la seva
classe d’isomorfisme a la categoria de les algebres, perd representants
d’aquest tipus podem admetre diferents accions de I'algebra de Steen-
rod.

Definici6: Una representacio p:G——=GL(V) direm que és hiper-
plana si Imp és generat per pseudo-reflexions de GL(V).

Dos subgrups conjugats de GL(V) donen lloc a algebres d’invariants
isomorfes com a algebres inestables sobre 1algebra de Steenrod.

Aixo vol dir que per a classificar els exemples d’algebres de polino-
mis no modulars inestables sobre 4, n’hi ha prou amb trobar les classes
d’equivalencia de representacions fidels hiperplanes sobre IF, .

Ara bé, resulta equivalent donar aquesta classificacio sobre IF),
que sobre el cos p-adic, Q. En efecte, en primer lloc, el fet que
card(G) # 0 (mod p) ens permet de pujar una representaci6
G GL, (IFp) inductivament a representacions G—— GL, (Z/p")
i finalment a GL,(Zp), Z, anell dels enters p-adics, de manera que si
reduim mod p tornem a la representacié original. Aix{ obtenim una
correspondencia entre representacions fidels sobre IF, i sobre @,.
Aleshores:

TEOREMA 1.7

Aquesta correspondencia és una bijeccio a nivell de classes d’equiva-
lencia de representacions.

A més a més, envia representacions hiperplanes a representacions
hiperplanes i conserva el tipus dels invariants.

Esquema de la demostracio:

La primera part del teorema és consegiiencia de [14], 73.61 76.17.

Quant a la segona part, si tenim una representacié hiperplana sobre
IF,, G GL(V), aquesta dona lloc a una algebra d’invariants poli-
nomica de cert tipus (2d,,...,2d,). Pugem aquesta representacio a
Zy: G GL(V) i obtenim una algebra d’invariants P(V)® que
satisfa P(V)C ® IF, = P(V)S, '

Ara hom pot demostrar que P(V)© és polindbmica generada per ele-
ments que es projecten sobre els generadors de P(V)C . Només ens falta
estendre els coeficients de P(V) a Qp per a obtenir que la representaci6
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sobre @, de G dona una algebra d’invariants polinomica de tipus
(2dy,...,2dy). Segons el teorema 1.7, aquesta sera una representacio
hiperplana.

Reciprocament, la reducci6 mod p d’una pseudo-reflexié és una
pseudo-reflexi6 (o bé, la identitat) de manera que la reduccié6 mod p
d’una representacio p-adica hiperplana és hiperplana. U

La classificacio completa dels tipus d’invariants que donen els
subgrups finits no modulars de GL,, (Qp ) generats per pseudo-reflexions
fou obtinguda per Clark-Ewing'®, a partir de la classificaci6 de She-
phard-Todd dels subgrups finits irreduibles de GL,(C) generats per
pseudo-reflexions?® .

Clark-Ewing demostren que donada una representacié hiperplana
sobre @, hi ha una representacio hiperplana cobre € amb el mateix
caracter i el mateix tipus d’invariants. Reciprocament, una C-represen-
taci6 irreduible hiperplana pot ésser realitzada a Qp si i només si Q,
conté un subcos isomorf a Q(X), on X és el caracter de la representacio.

Aleshores, per a cada element en la llista de Shephard-Todd calcu-
laren els primers per als quals hom té Q, 2> Q(x), obtenint, aixi, I’ano-
menada llista de Clark-Ewing, dels tipus d’invariants que donen aquests
grups: (Veure pag. segiient).

A més a més demostrarem que qualsevol altre subgrup finit de
GL, (Qp) no modular, generat per pseudo-reflexions és producte directe
dels irreduibles i per tant el tipus dels invariants, producte de tipus irre-
duibles de la llista. Obviament aquest producte ha d’ésser interpretat
com a producte tensorial d’algebres que representen els tipus de manera
que un producte de tipus és la uni6 dels elements.

TEOREMA 1.8

Els tipus (2d,,...,2d,) de les algebres de polinomis no modulars
sobre l'algebra de Steenrod que poden aparéixer com a algebres d’inva-
riants son productes dels tipus que apareixen a la llista de Clark-Ewing,.

a

El teorema d’Adams-Wilkerson

La llista de Clark-Ewing proporciona una amplia gamma d’exemples
d’algebres de polinomis no modulars amb estructura de J&;-z‘ilgebres
inestables.

En el mateix treball on donen aquesta llista, [13], Clark-Ewing ja
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Namero Tipus Primers
1 (4,6,...,2(nt+1)) p+ (nt+)!
2a%* (2m,4m, ... ,2(n-1)m,2qn) p# n!,p=1(m)
2b (4,2m) m> 2,p=%1 (m)
3 (2m) p=1 (m)
4 (8,12) p=1(3)
5 (12,24) p=1(3)
6 (8,24) p=1(12)
7 (24,24) p=1(12)
8 (16,24) p=1 (4)
9 (16,48) p=1(8)
10 (24,48) p=1(12)
11 (48,48) p=1 (24)
12 (12,16) p=1,3 (8), p#3
1 (16,24) p=1 (8)
14 (12,48) p=1,19 (24)
15 (24,48) p=1 (24)
16 (40,60) p=1 (5)
17 (40,120) p=1 (20)
18 (60,120) p=1 (15)
19 (120,120) p=1 (60)
20 (24,60) p=14 (15)
21 (24,120) p=1,49 (60)
22 (24,40) p=1,9 (20)
23 (4,12,20) p=1,4 (5)
24 (8,12,28) p=1,2,4 (7)
25 (12,18,24) =1 (3)
26 (12,24,36) p=1 (3)
27 (12,24,60) p=14 (15)
28 (4,12,16,24) p#2 03
29 (8,16,24,40) p=1 (4), p#5
30 (4,24,40,60) p=1,4 (5)
31 (16,24,40,48) p=1(4), p#5
32 (24,36,48,60) p=1 (3)
33 (8,12,20,24,36) p=1(3)
34 (12,24,36,48,60,84) p=1 (3) p#£7
35 (4,10,12,16,18,24) p#2,3,5
36 (4,12,16,20,24,28,36) p#2,3,5,7
37 (4,16,24,28,36,40,48,60)  p#2,3,5,7
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conjecturen la possibilitat que aquests siguin tots els exemples possibles
en el cas no modular. Aixo és el que van demostrar Adams-Wilkerson en
un article publicat I'any 1980?.

Adams-Wilkerson demostren, en primer lloc, que una algebra, H*,
sobre l'algebra de Steenrod admet una immersio de A;-élgebres:

H* ——Fp[t;,...,tn],degt;=2,n>1

si i només si és inestable sobre 45 i té grau de transcendéncia finit.
Després determinen els casos en els quals aquesta és una extensio de
Galois:

TEOREMA 1.9 (Adams-Wilkerson)

A) Si H* es una algebra amb una acci6 inestable de l'algebra de
Steenrod, existeix un grup W C GL, (IF,)) i un isomorfisme de 4 ;-élgebres

H* = Fplt,,...,ta]V, degt;=2

si i només si:

1) H* és noetheria

2) H* és {ntegrament tancat al seu cos graduat de fraccions.

3) H* satisfa la “Q-condicio™: “si geszp i Q(y) = 0 per a cada
r > 1, aleshores y = xP per a un cert xeH e

B) Si H* = [Fp[Z,, ... ,Zn) deg z; = 2d;, d; ...dy # 0 (mod p) és
una algebra de polinomis no modular amb una accio6 inestable de I'alge-

bra de Steenrod, aleshores hi ha un grup W CGL, (IF, ) i un isomorfisme
de A;‘—ﬁlgebres:

H* = Fplty,...,ta]V, degti=2
(i.e.,H* satisfa la Q-condicio) 0O

Amb aquest resultat, podem assegurar que el tipus de qualsevol alge-
bra de polinomis no modular amb una acci6 inestable de I'algebra de
Steenrod és producte dels tipus irreduibles de la llista de Clark-Ewing.
Reciprocament, cada tipus de la llista admet una Gnica acci6 inestable
induida per l’acci6 sobre IFp[ty, ... ty] i el grup corresponent. Ara
bé, es pot donar el cas que un mateix tipus el tinguem a la llista més
d’una vegada, és a dir, procedent de diferents grups. En aquest cas,
també els resultats d’Adams-Wilkerson continguts a [2] ens asseguren
que aquest tipus admet una acci6 de 4y diferent per cada vegada que
surt a la llista.
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En el cas modular és possible d’obtenir exemples d’algebres de poli-
nomis inestables sobre 4 * que no son algebres d’invariants, i.e., que no
satisfan la Q-condici6. Vegeu [5].

2. L’ALGEBRA DE DICKSON

L’algebra de Dickson és I'algebra d’invariants per I'accio de la totali-
tat del grup lineal, GL(V), d’un espai vectorial de dimensio finita sobre
IF

pe

La seva estructura fou determinada per L. E. Dickson al comenga-

ment d’aquest segle'®.

TEOREMA 2.1. (L.E. Dickson)

Sigui V un IFp-espai vectorial amb base { t;, ...ty } iassignem el
grau 2 als seus elements.

Aleshores, 'algebra de Dickson és una algebra de polinomis en n
variables independents:

D(n): = P(V)C™) = [F[Yn,,...,Ynnl: deg Yoj = 2(p"—p™)
on Yni,...,Ynn son polinomis en t;, ...ty que satisfan I'equacio:

f2(X):= I (X—v) =XP" + Y, XP' 4+ Y X O
VE

Podem trobar una demostraci6 al treball original de Dickson ([16])
itambé a [28] ia [37].

A [28] Smith i Switzer utilitzen 'estructura de P(V) d’algebra ines-
table sobre I'algebra de Steenrod per a deduir la igualtat:

M (X—v) = XP 4y, XP' 4+ Y, X
VE

iobtenen com a corol-lari immediat I’acci6 de les derivacions Q' , ... ,Q"
sobre els generadors de I'algebra de Dickson:

Corol-lari 2.2.

- Yn.n ’ i+j:n
1<i,j<n, Q(Yaj)= Y " Yy g . 100
0 altrament O
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I com a conseqiiencia determinen exactament I’acci6 de Ialgebra de
Steenrod sobre D(n):

Proposicio 2.3

j = Yo k+1 , jtk=n-1
R (Yn.k) - Yn, 1’ Yn,k ’j =n-1
0 , altrament a

D’altra banda, Wilkerson, a [37], seguint la idea original de Dickson,
considera el polinomi:

t) ... th X

P P xp

Ap(X) = det tl.'.‘ vk £
n n

tf ...th XP

Es facil de veure que f,(X) divideix Ap(X) ialeshores demostrar que
An(X) = Bpa(tn) fo(X) amb Aq, (t,) # 0. D’aquesta manera tenim
P'avantatge de poder calcular explicitament els coeficients de A (X),
desenvolupant el determinant per la darrera columna, i aleshores calcu-
lar els Yy 5.

3. ALTRES ALGEBRES D’INVARIANTS QUE SON ALGEBRES DE POLINO-
MIS MODULARS

L’algebra de Dickson, considerada al capitol anterior, és I'exemple
més immediat d’algebra d’invariants que és algebra de polinomis mo-
dular.

Altres exemples coneguts son els invariants pels grups simétrics, T,
especial lineal, SLy, i el grup de les matrius triangulars superiors amb
uns a la diagonal, Up(n) [23], [37].

En aquest capitol trobarem I'estructura de les algebres d’invariants
per I'accio de dues families de subgrups del grup lineal GL, (IF,), p > 3,
que contenen els grups GLy, SL,, i Up(n):

1) La primera d’elles es compon del grups:

SLI: ={weGLn: (det w)' =1 }

per a cada r divisor de p-1.
Fixem-nos que SL; = SL, i SLP™ = GL,,.
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2) La segona és formada pels grups:

. T T I'n
Glrys e« In)i = (01 ~)\*n)eGLn: Ay == )\nn =1
onry,...,ry son divisors de p-1.
En aquest cas G(1, ... ,1) = Up(n), mentre que G(p-1, ... ,p-1) és

el grup de Borel, de les matrius triangulars superiors.

Allo que tarem en primer lloc és donar una generalitzacio dels me-
todes seguits a [28] i [37] per a I'obtencio de I'estructura de I'algebra de
Dickson que pugui ésser aplicada a altres grups continguts en el grup
lineal GL(V).

Lema 3.1

Donat un subgrup, W, de GL,(IFp) iz,,...,zy n polinomis homo-
genis de P(V) de graus 2d,, . . . ,2d, que generen una subalgebra, R*,
que conté I'algebra de Dickson, son equivalents:

i) R* = Fp[zy,...,2n] =P(V)¥

ii) weGLy (IFp ) deixa invariants z, , . . . ,z; siinoméssiw e W

iii) z;, . . .,z s6n invariants per Wid,d, - - - d, = Card(W).
Demostracio:

Com que D(n) < R*, z;, ... ,z, son algebricament independents i
R* =TFy[z1,...,zq] és una algebra de polinomis. A més,

fa (X)eF*(D(n))[X]» € F*(R*)[X]s, on F*(D(n)) i F*(R*) sén els res-
pectius cossos graduats de fraccions. Ara bé, f,(X) és separable i les
seves arrels formen V de manera que F*(P(V)) és el cos graduat de des-
composicio de f, (X) sobre F*(R*) i F*(P(V)) és extensio de Galois de
F*(R*). Sigui W, el grup de Galois associat: F*(R*) = F*(P(V))V.

També utilitzant el polinomi f,(X) e R*[X], hom obté que
P(V) = R*(t;, . . . ,ty) és una extensi6 entera de R*. Aleshores, com
que W deixa invariant R* i P(V) és integrament tancat, l'acci6 de W
sobre F*(P(V) deixa estable P(V) i per tant:

F*(R) = F¥(P(V))¥ = F*(P(V)¥) amb W < GL(V)

Ara bé, tot element de R* és de P(V) i invariant per W i..
R* C P(V)W i reciprocament, si xeP(V), x és enter sobre R* i si a més
és invariant per W, xe F*(R*). Com que R* és algebra de polinomis, és
integrament tancat i tenim xeR*, i.e. R* = P(V)W,

Finalment és immediat de comprovar que (i), (ii) i (iii) sén condi-
cions equivalents a la igualtat W = W, m]
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Algebra d’invariants per I'acci6 del grup SLj,.

En el capitol anterior haviem donat el métode amb el qual podem
calcular els generadors de I'algebra de Dickson, Yp i, ...,Ynp. En par-
ticular, de la igualtat A, (tn)(gn(X‘) = Ap(X) es despren:

U e D
Apa(tn) Ynn =(=1)"det | : . - (—=1)"Ap. (ty)P
£ . ..th

ja que estem en caracteristica p.

on-1
e

£i ..o Ep
Direm Y o = Ap.i (tn) = det < . n~1>

de manera que Y, = (—1)" Yg::) :

Proposicio 3.2.
L’algebra d’invariants per 'accio del grup SL} sobre P(V)es]'algebra
de polinomis:

SL! T
P(V> T IFp[Yn,o ’ Yn,1 9, e ey Yn,n-l]
onYno,Yni ..., Ynni,son polinomis de P(V) de graus:

n-1

deg Y. =2r B ideg Y, =2(p" — p™i), 1<j<n1
g Yno p1 ‘ce8¥Ynj=2(p" —p) 1<)

Demostracio:
Com que r divideix p-1, Yy = (—1)"(Y] o )5 de manera que l'alge-
bra engendrada per { Y}, , ..., Yy, } conté lalgebra de Dickson.
D’altra banda Yy, , ..., Yppna sOn invariants per a GL, (V) i per

tant ho son per a SL. Ara bé, si weGL,.
w(Yno)=det (w) Yneo
és a dir:
w(Yho) = det (w)" Ygq

’ .. ’ . . . . r
per tant, és clar que weSLy siinomés si deixa invariant Yy 4.
Aixi, aquesta proposicio és conseqiiéncia del lema 3.1. O
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Algebra d’invariants per I'acci6 del grup G(r, , . .. ,r,)

Donat I'espai vectorial V, generat sobre IF, per les variables inde-
pendents, t;, ... ,tp, direm Vj al subespai generat per ty, . . . ,t. Aques-
ta indusie una inelusié natural de les algebres simétriques: P(V ) € P(V).

Sigui £(X) = I (X-v] ¢ P(VA)[X]; € P(V)[X];

i

((X)=XP + Y, XP 4 4 Y;X,1<i<n

fo(X)=X
Definim els polinomis u; ;i=1, ... ,n de P(V) com:
ujt = iy (4;); deg uj = 2pi™!
Demostrarem que uy', ... ,u generen lalgebra P(V)G@1s - - - )

com a algebra de polinomis.

Obtindrem en primer lloc unes féormules que relacionen aquests
elements i els generadors de I'algebra de Dickson, les qualsja eren cone-
gudes per Dickson. Amb aquestes formules sera possible posar

Yni,...,Ynn com a combinacié algébrica de uf™, ... u}?
Lema 3.3

fi (X7) = fia (X)P — uf £ (X))
Demostracio:

Tant el polinomi de la dreta com el de I'esquerra sén monics i de
grau p¥. N’hi haura prou amb demostrar que tenen les mateixes arrels,
ja que fk( ) és separable.

El conjunt d’arrels de fy (X') és el subespai V.

Donat un vector VeVy_, fx (V) = 0 i aleshores

fia (V)P —uf " £, (V1) = 0
Considerem v TV \Vj. s i€, V=2t + V- amb A\#0 i v- er i

Aleshores: fi, (V') = fis (At + V') = M () + fia (V) = .
Aleshores:

fia (V)P — uk fk 1 (V) = (Aug )P — uk ()\uk) = )\uk ;Auk =0
perque estem en caracteristica p.
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Per tant, cada vector de Vi és arrel de fy, (X' )P — uy_, fx, (X) i com
que Vy conté p vectors, aquests son totes les arrels. m)

Corol-lari 3.4 (L.E. Dicleson%,_1
i) Yk,x = (Yk-l,l)p

i - p-1 o
i) YkJ B (Yk-l,j)p — U Yk—l,j—l ; 1<j<k

B p-1

) Yep =—u Yegxa
Demostracio:

En la igualtat polinomica del lema anterior només cal igualar els
coeficients per a obtenir aquest corol-lari. 0
Corol-lari 3.5

. , j 1)p Nk —j+k _
i) Yo ;=(-1) (1 ulPop pn=1,1<j<n

h> ik
0<i, <...<ij<n k=1

En particular:

. _ _(p-1)pn-! -1)pn-2 -1
i) Vg =—uf " —u(zp S .—u:,p :
_ n ,.pl _p- p-1
i) Ypo = (=1)" uf” uy” ....uj
Demostracio:
Comque Y, ; = —ub™ = —¢P" | (ii) i (iii) es dedueix facilment de (i)

i (iii) en el corol'lari anterior.
Ja sabem que la formula (i) és valida sin =1 o n = 2 (en aquests
casos equival a (ii) i (iii)). Aleshores podem procedir per induccio.
Sin> 2, peraj=1o0j=njalatenim demostrada,isi 1 <j<n
podem utilitzar (ii) del corol'lari anterior per a calcular Y, ; suposant
coneguts Yy 1,...,Yp1n1- O

Proposicio 3.6.
L’algebra d’invariants per I'accié del grup G(r,, ... ry) és:

P(V)G(r“ T ) P [Fp[urll e ’u;n]

on u; = fi, (t;) té grau 2 pit.

Demostracio:
Cada r; divideix p-1; per tant, del corol'lari 3.5. deduim que I"alge-
bra engendrada per uj!, ... ,up® conté I'algebra de Dickson.
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Un element weG(ry, ... ,r, ) és una matriu triangular
(’\1--. . >amb A= ==
[¢]
n

per tant Im(w/y ) € V, és a dir wly, € GLg(IFp); aleshores wdeixa
invariants els coeficients de fy (X) 0 < k < n (aquests coeficients soén
elements de I'algebra de Dickson, D(k)).

En conseqiiencia: w(uX) = w (fi_, (tx ) = £ (w(t, )k
icom que w(ty)=Agtg + V', V'evy |, resulta:

fi (@ (t ) = A (tk) = A

Ky o Ik o yIk o Tk o o Tk
w (uy & fk-l (w(t))™ =2y =uy
Hem demostrat, doncs, que ul', ... ,u/ sén invariants per a
G(ry,...,rn). Només falta comprovar que:
d(G =0 L degut
Card (G(ry,...,ry)) = iPl 5 eg (u;')
o F #_ @ : n(n-1)
Aix6 és immediat. En efecte, Card(G(ry, ... 1)) =riry...10p 2
T -
mentre que deg u;' = 2r; p"' de manera que:
n
T n-1)+...+1 n(n-1)
Rl deg(ui‘)=r1r2...rnp( ) =rry. . P 2
1=1
Aleshores, aquesta proposicio és conseqiieéncia del lema 3.1. O

4. ACCIO DE L'ALGEBRA DE STEENROD SOBRE LES ALGEBRES D'INVA-
RIANTS DELS GRUPS SL;, 1 G(ry, . .. ,ry)

En el capitol 3 hem obtingut I'estructura de I'algebra d’invariants
per I'accio del grup SLy:

r L
P(V)Stn=F, (Y5 o Y, oo, Y, oy ], deg YE =2 P = deg Y, =
A p=
= 2(p"-p™)
i també per I'accio del grup G(r,, ... r,):
P(V)GUr---m = F [, ... u], deg ujl = 2r, pi*
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Aquestes son algebres de polinomis modulars que admeten una
acci6 inestable de 'algebra de Steenrod que és induida per I'anica accio
inestable de 4} sobre P(V ) Fplty,....tal, degti=2.

El capitol present sera dedlcat a calcular aquesta accio de A} sobre
les esmentades algebres de polinomis.

Considerem en primer lloc l'algebra P(V)>*n. Comencarem per
l’acci6 de les derivacions Q', seguint aleshores el métode aplicat per
Smith-Switzer a Ialgebra de Dickson.

De fet, ja coneixem aquesta acci6 sobre Yy 1, ... ,Yy o (Corol-lari

stl

2.2). Com que:
B o o g
Yo = det < t-p n-1 t'pn-l)
1 ceolp
resulta:
Qi(t;). . .Qi(ty) (—=1)™'YP  sii=n
QiYno)=det| t...... £ =
............ 0si 0<i<n
n-1 n-1
£ o oby

perque Qi(tj) = tJ la qual cosa se segueix per inestabilitat i la utilitza-
ci6 inductiva de les relacions Q' = ', Qi=[ $P", Qi1].
Tenim doncs:

Proposicio 4.1
Sil<i<nil<j<n-l:

. 0 si 1<i<n-1
I) Ql(Yr )= o1 +r-1 ..
n,o (=1}"* 2 Yﬁyor si i=n
-1 Pl DR
(_])n Yn,o s 1+J7n
i p-1 _
II) Ql(YnJ) = (-] )n Yn‘o Yn.j s 1710
0 , altrament m)

Ara podem demostrar la segiient proposicio que determina l'accio
de # ; sobre P(V)SL
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Proposicio 4.2.
Sii= 0,1<j<n-1

: & PR , i=n-1
. , ;
L) &5 (Yl =
0 , altrament
Yn,j Yn,j ’ i=n-1
: -17yp-1 ) i

p! = (*1)n ' Yn,o ’ I—O,J—n—l

) TP (Yn;) — Y ,itj=n-1, >1
, altrament

Demostracio:

II se segueix de la proposicié 2.3.

Demostrarem doncs la formula 1. Sii=0, $'=Q' i ja hem calculat
Q' (Y, ). Daltra banda, si r=p-1, estem en el cas de I'algebra de Dick-
son sobre la qual ja coneixem l'accié de 4.

Falta calcular ‘J‘P](Y;‘o) peral<i<n-lir< p-1.Com que rlp-1,

. 1., A .
tenim r < RZ_ i és facil de veure que:

p-1

deg(Yq ) < deg(Y,Z, ) < deg(Yn,)<...<deg(Ynni)< deg(YP!)

n,o

i deg(FP' (Y] ) < deg(gP" I(Y;_O)) = deg(Y,, Yp,o)s on la igualtat
només es dona si i=n-1.

Ara no.es dificil de comprovar que sii< n-1, P(V)SLh és zero en el
grau de P (Y] )i per tant:

. aYnlYLOVaGH: sii=n-1
4 . ; . s p
1<r< B a<i<n, gPyr )=

0, si i<n-1

Aplicant la relacio Q" = [ g™’ Q"' Jalelement Y  ifent servir

0
la proposicio 4.1 en els calculs, hom obté a = —r. a
Ara calcularem 'accio de #j§ sobre P(V)C(1- - T) Abans, pero,
que en general, considerarem el cas particular r,=. . .=r,=1, és a dir, els

invariants per I'acci6 del grup Up (n).
Proposicio 4.3

L’acci6 de I'algebra de Steenrod, A5, sobre
p(v)UP® = Fp[uy,...,uy] queda determinada per:
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an . k=m-1
k -1)pm-2 -)pm-3 a1
1<m<n,?T? (up) =1 — (u(lp bp + u(zp » o u(,:_l) Jun . k=m-2
0 . altrament

Demostracio:
La demostracio fa servir el resultat segiient:

Lema (Wilkerson, [37])
Si X és una variable independent de grau 2, a P(V)[X], tenim la
igualtat:

gk £,(X) = §%™ (Y, ) £2(X) , 0<k<p

on f,(X) = v?v (X—Vv), 91=05ij<0,ilacci6 de 4} sobre X queda

determinada per inestabilitat. O
Apliquem aquest lema sobre Fp[t;, ... tm ] [X], i posem X=tp, :

g‘kfm-l (tm) = gk_pm-2 (Ymaa )fm_, (tm) , 0<k< pm’1

Recordant la definicio del uy ; 9% (uy )= .‘I'k'pm-z(Ym_lv,)um de
manera que $¥(up)=0si0< k< p™? i

2
Tpm (um) = Ym-l,l ‘Um

que ens dona el resultat enunciat aplicant el corol'lari 3.5 (ii).
Finalment, $P™" (up,) = ub i $%(up) = 0si k> p™ " per inesta-

bilitat. o
) . I

Calcular l'acci6 de #} sobre P(V)© T+ ™) = [F [u}' ... u]un

cop que coneixem l'accio sobre IFp[u;, . . . ,u,] és, només, qgilestid

d’aplicar la formula de Cartan i les relacions d’Adem de manera que
podem estalviar al lector cinc pagines de calculs i donar el resultat final:

Proposicio 4.4.
L’acci6 inestable de A sobre P(V) = IFp [t;, .. .ty], deg t; = 2,
indueix una accio inestable de 45 sobre
V)G = Iy (u ]

que queda determinada per:
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i m-1 L ;
I'm ufnlﬂm + (r-1)u. X ui(p Dp , k=m-1
i=1
k m-1 = -i-1
FP" (y M) = — Iy 0 3 ui(p DT , k=m-2
1=1
0 , k#m-1, m-2
a
5. REALITZABILITAT
Un cop sabem que una algebra de polinomis de tipus (2d, , ... ,2d,)

sobre IF, admet una acci6 inestable de Ialgebra de Steenrod, la pregun-
ta és si definitivament aquesta algebra és la cohomologia d’un espai to-
pologic, és a dir, si és realitzable.

La resposta és afirmativa en el cas no-modular, ja que Clark-Ewing
construiren espais realitzant els tipus de la seva llista i, segons el teore-

ma d’Adams-Wilkerson, amb aquests n’hi ha prou.

TEOREMA 5.1

Si IFp[xi, ... ,x,], deg x; = 2d;, és una algebra de polinomis no
modular sobre l'ilgebra de Steenrod que satisfa les condicions d’inesta-
bilitat:

a) Existeix un grup G < GL,, (IF,, ) tal que

]Fp[xl y oo 7xn] = IFp[tl R ,tn]G

iel tipus (2d,, .. .,2d,) és producte de tipus irreduibles de la llista de
Clark-Ewing.
b) Existeix un espai, X(G, p, n), i un isomorfisme

H*(X(G, p, n), Fp) = FFp[x,, . . . xn]
d’algebres inestables sobre I’ilgebra de Steenrod.

Demostracio:

(a) és degut als resultats de Clark-Ewing i Adams-Wilkerson comen-
tats al capitol 1.

(b) Clark-Ewing obtingueren els espais X(G, p, n) de la manera se-
gent. L’espai d’Eilemberg-MacLane K(Z ", 2) és simplement connex i
té cohomologia IFy[t;, . .. ,ty]. Aleshores el seu completat p-adic (Veu-
fe [10] ch VI) és un espai d’Eilemberg-MacLane K(Z;, 2) i té cohomo-
ogia:
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H*(K(Z},2), R) = R[ty, ... ty], deg t; = 2, R=F,, , Z, Q.

El grup G < GL,(IF,) pot ésser puJat a una representacm p-adica
G> GL,(Z,) i aix{ obtmdrem una acci6 de G sobre K(Zy, 2) i alesho-
res un G- flbrat

K(Z), 2) > K(Z}, 2) x5 EG » BG

[9]. Hom defineix X(G, p, n) = K(Zj, 2) xg EG i utilitzant, per exem-
ple la successio espectral de Serre assoc1ada a I’esmentada f1brac1o obte-
nim la cohomologia de X(G, p, n).

H*(X(G, p,n), R) = R[t;,...,t3]% = R[x,, ... ,x,] O

En el cas modular hom no pot donar una resposta definitiva a hores
d’ara. D’una banda els espais classificadors dels grups de Lie proporcio-
nen exemples d'algebres de polinomis modulars realitzables. A part
d’aquestes, gairebé totes les algebres de polinomis modulars sobre I"alge-
bra de Steenrod conegudes resulten no realitzables. Aixo és degut a
I'existéncia d’operacions secundaries de cohomologia i d’ordre superior
i d’altres operacions en teories de cohomologia extraordinaries.

Una operacio secundaria de cohomologia associada a una relacio

m
homogenia de grau k de l'algebra de Steenrod, X ajb; = 0, és una
transformaci6 natural: 1=1
o tHY(-Fy) 0 HYK (-, Fy)

® Img;
i=1

m
N

ker b; ]

i=1

m
on @ Img; és anomenada indeterminaci6 de @ .

1=1

Aquestes operacions foren estudiades en el cas p=2 per Adams',
que obtingué una factorizacio dels quadrats de Steenrod, Sq2K, per
operacions secundaries. El resultat fou generalitzat per Liulevicius'®, a
primers senars, i obtingué operacions secundaries a través de les quals
factoritzen els elements P desy.

Com a aplicaci6 d’aquesta factorltzac1o hom pot obtenir que si
B= 9'=0aH*(X,IF,) (psenar), aleshores, 1= 0,i> 0, i com a con-
seqiiencia d’aixo cap espai no pot tenir cohomologia,

IFp[XI,....,Xk,Xk.,_l,...,X ]
amb deg x; =,,,= deg x = 21 deg x4, =,,,= deg xn = 0 (mod p)
([5]1, [26]). En partlcuﬁlr si H*(X, IF,) = IF [x], deg x = 2n, aleshores

n = pim;mlp-1 (Vegeu cap. 1) i segons el raonament anterior, i=0.
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Si k=0, la factoritzaci6 de Liulevicius és:
TP2 R + 80 =3P aKerf N Ker J!

amb R de grau 4(p-1) associadaalarelaci6 252+ (—2F'—BT" )9 =0
i I' de grau 2p(p-1)—1 associada a la relaci6 P! ' = 0. Una demostra-
ci6 curta d’aquesta formula podem trobar-la a [39].

Smith i Switzer aplicaren la factoritzacio de §P a les algebres de
Dickson D(n), n > 2,°® i el métode pot ésser repetit sobre la familia
d’algebres P(V)Skn, que com sabem conté les algebres de Dickson.

Proposicio 5.2
Les algebres de polinomis sobre I'algebra de Steenrod:

T
p(V)Sin= [Fp[Y’ b FRTRPRRER, N -

n,o °

n_q ,

deg Y;‘O =2r P T deg Yoi=2(p"-p™)sij=1,...,n1,

no son realitzables com a anell de cohomologia d’un espai si n > 2.

Demostracio:
Per la proposicio 4.2 sabem que 9! (Y, ,,) =01 per tant:

= Yn,n-l = g'p(Yn,n-Z) =JP2g (Yn,n-2) + I’ (Yn.n-2)

Com que I' és de grau senar, I'(Yy ., ) = 0. El grau de R (Y 02)
estara entre el de Yppno : 2(p"—p?)iel de Yy, 2(p"—p) i com que
deg (Y1 * Yno) > deg Ypn., I'Gnica possibilitat perque I'algebra que
estem considerant fos no nulla en grau 2(p"—p*) + 4(p-1)
(= deg R(Y, ,,)) és que fos 2(p"—p?) + 4(p—1) = deg Y}, per a un
cert k, que dbviament seria més petit que p-1. Es a dir, estem demanant
que es compleixi la igualtat:

n

p"—p? + 2(p-1) =k Pp '11 ; k< p-1

Es facil de comprovar que aixd no és possible per a cap primer senar
sin> 21iaix{ arribem a una contradiccié. O

Una altra possibilitat que tenim per a demostrar la no realitzabilitat
d’una algebra de polinomis sobre I'algebra de Steenrod és mitjancant les
operacions d’Adams en teoria K complexa.

La teoria K complexa és una teoria de cohomologia que associa a
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cada CW-complex finit, X, un anell commutatiu, K*(X), dotat d’una
filtracio induida pels esquelets de X. Una bona referéncia és el llibre
d’Atiyah®.

En el nostre cas és convenient de considerar la teoria K complexa
amb coeficients localitzats a p, i.e.

K*(X, Z(p)) = K*(X) ® Z(p)

on Zp) és el subanell de Q de les fraccions amb denominador coprimer
amb p.

Aleshores tenim una successio espectral d’Atiyah-Hirzebruck amb
E} = H" (X, Z,,) i que convergeix finitament al graduat associat a la
filtracio de K*(X, Zp)). Ara, si I'homologia de X és lliure de p-torsio,
aquesta successio espectral col-lapsa.

Les operacions d’Adams, { Y, } son endomorfismes de K que preser-
ven la filtraci6 i satisfan les propietats:

1) yayk = ykya

2) P (x) = xP (mod p)

3) (W9—q")x € Kpsy sixe Ky

4) Si Hy(X, Z) no té p-torsio, aleshores, donat x e K;, existeix

n

Vi € Kntip-1y tal que yP(x) = Z p"' vj. on el subindex de K designa
el grau de filtracio. ([7]) =

En el cas que la cohomologia mod p de X sigui polinomica, trun-
cada en cert grau, amb generadors de grau parell, I'homologia de X ¢és
lliure de p-torsi6 i pot ésser demostrat que K° (X, Z,) és una algebra
de polinomis amb generadors del mateix grau i igualment truncada, on
ara el grau correspon al grau de filtraci6. Aleshores podem utilitzar les
operacions d’Adams per a obtenir restriccions sobre el grau dels gene-
radors.

Aquest programa el dugué a terme C. Wilkerson®® amb els esquelets
d’un espai amb cohomologia polinomica, H*(X, IFp) = [Fy[x;,.... ,Xp],
deg Kili= 2di-

TEOREMA 5.3 (C. Wilkerson)

Fp[x,y], 2 < deg x < deg y > 2p només pot ésser realitzable si es
troba en un dels casos segiients:
i) p> 5, deg (y)— deg (x) = 2(p-1), deg(x)/4(p-1)
i) p=3,deg (y)— deg (x) =4, deg (x) = 4,12
iii) p = 3, deg (x)= 4, deg (y) = 12 QO
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TEOREMA 5.4 (C. Wilkerson)

Sl H*(X' IFp) = IFp[xl’ I »xn], deg Xj = 2di, 1< di < d,’.H 1
d, > p, aleshores hi ha un xj # x, tal que:

dy —dj=s(p-1),1<wp,(d,;) + 1
on v, (d,) = max {k:p¥id,} . a

Podem aplicar aquests resultats en primer lloc a les algebres de poli-

nomis en rang 2 : P(V)SLg.

Proposicié 5.5
r
P(V)SL2 = FplYio ,Ys,]6ésla cohomologia d’un espai només en
el cas p=3ir=2.

Demostracio:
Si p=3 ir=2, SL; = D(2) i P(V)P(?) & realitzable com demostra
Zabrodsky*®. Els altres casos els podem eliminar amb el teorema 5.4.
4

Finalment considerem les algebres d'invariants per l'acci6 de

G(rl g 155 o ,rn>2

Proposicio 5.6
Les algebres de polinomis sobre I'algebra de Steenrod:

n> 2,P(V)6i. ..., ™ = Fp(uy, ... ,ul], deg uli = 2r, p"!
no son realitzables, llevat dels casos:
H*(BG,, [F3) = IF5[u?, u?]
H*(BSU(3), IF; ) = IF; [u}, u, ]
Demostracio:

Siry = 1, tenim un generador de grau 2 i els altres de grau con-
gruent amb zero modul p i ja haviem comentat que aquesta algebra no
pot ésser realitzable.

Suposem r; > 1. Si n > 3, podem aplicar el teorema 5.4: hi ha un
k+#n tal que

dy —dg = s(p-1) , 1< vp(dy) + 1=n
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és a dir
rp p°t —rg p*t = s(p-1) i s<n.

perd aix6 no és possible si pin = 3.

Només resta considerar el cas de rang 2. El teorema 5.3 elimina tots
els casos llevat que p=3,r, =1, = 21ip=3,1r, = 2,1, = 1, que donen
com a resultat les cohomologies mod p de BG, i BSU(3) respectiva-
ment, i llevat dels casos P(V)6r1.1) vy > 1ip> 3.

J. R. Hubbuck ha demostrat, utilitzant altres operacions en teoria
K complexa, que P(V)G@1.D r; > 1, p > 3, no son realitzables (resul-
tat no publicat). O
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